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Re´sume´ Soit G un groupo¨ıde de Lie et G son alge´bro¨ıde de Lie. On propose une de´finition
de limite classique d’un champ continu de C∗-alge`bres et on prouve que le groupo¨ıde
tangent G˜ associe´ a` G permet d’obtenir la structure canonique de Poisson sur G
comme limite classique d’un champ continu de C∗-alge`bres.
Classical limit of Lie groupoid C∗-algebras
Abstract Let G be a Lie groupoid and G his Lie algebroid. We give a definition of the classical
limit of a C∗-bundle and we use the tangent groupoid G˜ associated to G to show that
the Poisson structure on G is the classical limit of a C∗-bundle.
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On propose une de´finition de limite classique en termes de C∗-alge`bres.
De´finition 1 Soit (A0, {·, ·}) une ∗-alge`bre de Poisson, I un intervalle dans R contenant 0, et
(At)t∈I un champ continu de C
∗-alge`bres d’espace total A. On dira que (A0, {·, ·}) est la limite
classique du champ (At)t∈I si :
1. A0 est une sous-∗-alge`bre dense de A0
2. Il existe une sous-alge`bre dense de sections A ⊂ C0(I, A) telle que :
(a) {f(0), f ∈ A} est un sous-ensemble dense de A0
(b) l’application z : A × A → A, donne´e par z(f, g)(t) =
[f(t), g(t)]
it
, pour t 6= 0 et
z(f, g)(0) = {f(0), g(0)}, de´finit une structure d’alge`bre de Poisson sur A.
Notations
Soit G un groupo¨ıde de Lie de dimension n+m, G(0) son espace d’unite´s de dimension n, et r,
respectivement s, l’application but, respectivement source de G. On conside`re l’alge`bre involutive
de convolution C∞c (G,Ω
1/2(G)) des demi-densite´s sur G, alge`bre de´finie par A. Connes dans [2].
On note C∗(G) la C∗-alge`bre enveloppante de C∞c (G,Ω
1/2(G)) et C∗r(G) la C
∗-alge`bre re´duite.
Soit aussi G l’alge´bro¨ıde de Lie associe´ a` G, introduit par J. Pradines dans [7]. Il existe une
bijection entre les sections de Ω1/2(G) et les sections e´quivariantes a` gauche de Ω1/2(G). On fixe
µ une section C∞ de Ω1/2(G) et on lui associe la section e´quivariante a` gauche λ de Ω1/2(G) (ces
deux sections joueront le roˆle d’un syste`me de Haar pour G, respectivement G). Cela permet de
se re´duire aux fonctions dans les calculs, et d’utiliser les re´sultats de la the´orie des C∗-alge`bres de
groupo¨ıdes de´veloppe´e par J. Renault ([8]).
Le re´sultat qu’on prouvera dans cette note, lie´ a` l’ide´e de Landsman (cf. [5]) de la de´formation
d’un alge´bro¨ıde de Lie par le groupo¨ıde de Lie correspondant, est le suivant :
1
The´ore`me 1 La structure de Poisson canonique sur l’alge`bre de convolution S(G) des fonctions
de type Schwartz, est la limite classique d’un champ continu sur R de C∗-alge`bres, ayant C∗(G)
comme fibre en t = 0 et C∗(G) au dessus des t 6= 0.
1. L’alge`bre de Poisson S(G)
Le dual G∗ de G posse`de une structure canonique de varie´te´ de Poisson, mise en e´vidence par
A. Weinstein, P. Dazord et A. Coste [3]. Cette structure peut eˆtre transporte´e sur G en utilisant
la transformation de Fourier qui est un isomorphisme de C∗-alge`bres F : C∗(G)→ C0(G
∗).
On introduit l’espace de Schwartz S(E) d’un fibre´ vectoriel E, en ge´ne´ralisant la de´finition
introduite par M. Rieffel dans le cas du fibre´ trivial M ×R
d
. La restriction de la transformation
de Fourier F est un isomorphisme d’alge`bres entre (S(G),+, ∗) et (S(G∗),+, ·) et on obtient un
crochet de Poisson sur l’alge`bre de convolution S(G) par {f, g} = F−1({Ff,Fg}).
Par calcul direct on prouve que si f, g ∈ S(G) alors le crochet de Poisson de f et g est donne´
localement par
{f, g} (x, ξ) = 2pii
∑
i,j
aij(x)
(
ξif ∗
∂g
∂xj
− ξig ∗
∂f
∂xj
)
(x, ξ)
+ 2pii
∑
i,j
aij(x)
∂ lnµe
∂xj
(x)(ξif ∗ g − ξig ∗ f)(x, ξ)
− 2pii
∑
i,j,k
cijk(x)
∂
∂ξk
(ξif ∗ ξjg) (x, ξ) (1)
ou` (e1, .., em) est un repe`re mobile de G et µe est la fonction donne´e par µe(x) = µ(x)(e1(x) ∧ .. ∧
em(x)).
2. La structure locale de G
On explicite localement la structure de G dans une carte choisie convenablement au voisinage
de x0 ∈ G
(0) ⊂ G, et on montre comment on lui associe une carte de G. Les cartes de cette forme
ont e´te´ conside´re´es aussi par Weinstein, Nistor et Xu dans [6].
Soit x0 appartenant a` la sous-varie´te´ G
(0) de G. Comme r est une submersion dans le point
x0, il existe U voisinage ouvert de 0 dans R
n
, V voisinage ouvert de 0 dans R
m
et les cartes
ψ : U × V −→ G, ϕ : U −→ G(0) ve´rifiant:
1. ψ(0, 0) = x0
2. r(ψ(u, v)) = ϕ(u)
3. ψ(U × {0}) = ψ(U × V )
⋂
G(0)
(2)
A la carte ψ de G s’associe la carte θ : U×R
m
−→ G, θ(u, v) = (ϕ(u),
∂ψ
∂v
(u, 0)v) de G au voisinage
de la fibre Gx0 . La famille {e1, e2, .., em}, ei(ϕ(u)) = θ(u, fi), i = 1, . . . ,m, ou` {f1, f2, ..., fm} est
la base canonique de R
m
, est un repe`re mobile de G sur ϕ(U).
Notons σ : U × V −→ U , s(ψ(u, v)) = ϕ(σ(u, v)) la submersion qui de´crit l’application source
s dans les cartes ψ et ϕ. On a σ(u, 0) = u.
Le re´sultat suivant donne une formule de type Baker-Campbell-Hausdorff pour G.
2
Proposition 2
(i) (ψ(u, v), ψ(u1, w)) ∈ G
(2) si et seulement si u1 = σ(u, v). Dans ce cas leur produit est donne´
par
ψ(u, v)ψ(σ(u, v), w) = ψ(u, p(u, v, w)) (3)
ou` p : U × V × V → V est une application diffe´rentiable qui a un de´veloppement de la forme
p(u, v, w) = v + w +B(u, v, w) +O3(u, v, w)
avec B biline´aire en (v, w) et O3(u, v, w) de l’ordre de ‖(v, w)‖
3.
(ii) Soit (u, v) ∈ U × V tel que ψ(u, v)−1 ∈ ψ(U × V ). Alors ψ(u, v)−1 = ψ(σ(u, v), w), ou` w
ve´rifie p(u, v, w) = 0. De plus on a le de´veloppement w = −v+B(u, v, v) +O3(u, v), avec O3(u, v)
de degre´ d’homoge´ne´ite´ superieur a` 3 en v.
Preuve Soit g = ψ(u, v) et h = ψ(u1, v). On a s(g) = ϕ(σ(u, v)) et r(h) = ϕ(u1) ce qui montre
la premie`re assertion. De plus r(gh) = r(g) = ϕ(u) assure l’existence d’un unique p(u, v, w) ∈ V
tel qu’on a l’e´galite´ 3. L’application p est bien de´finie et ve´rifie p(u, 0, w) = w, p(u, v, 0) = v. On
de´rive ces deux e´galite´s et on les utilise dans le de´veloppement de Taylor de p.
Remarque On peut calculer les fonctions de structure de l’alge´bro¨ıde G qui pour tout u ∈ U sont
donne´es par aij(ϕ(u)) =
∂σj
∂vi
(u, 0) et cijk(ϕ(u)) = Bk(u, fi, fj)−Bk(u, fj, fi).
3. Le groupo¨ıde tangent G˜
Le groupo¨ıde tangent de G introduit par M. Hilsum et G. Skandalis ([4]), est le groupo¨ıde de
Lie G˜ = G × R
∗⋃
G × {0} qui a la structure alge´brique de fibre´ des groupo¨ıdes G(t) = G × {t},
pour t 6= 0 et G(0) = G × {0} et la structure de varie´te´ obtenue comme e´clatement de G au long
de G(0). Pour G =M ×M on retrouve le groupo¨ıde tangent de A. Connes ([2]).
Proposition 3 Les C∗-alge`bres C∗(G(t)), t ∈ R, forment un champ continu dont la C∗-alge`bre
est C∗(G˜).
Preuve : Les fonctions de Cc(G˜) de´finissent par restrictions une famille des sections du fibre´ des
C∗(G(t)) sur R. Cette famille est stable pour la convolution et l’involution, et de plus pour chaque
t ∈ R, Cc(G(t)) est dense dans C
∗(G(t)).
Soit f ∈ Cc(G˜). Puisque le fibre´ est trivial dans les points t 6= 0, l’application t 7→ ‖ft‖ est
continue dans ces points. La continuite´ en t = 0 est assure´e par le the´ore`me suivant, car G est
commutatif, donc moyennable.
The´ore`me 4 Soit G
p
−→ X un champ continu de groupo¨ıdes et a ∈ Cc(G). Pour x ∈ X, on note
ax = a|G(x) . Alors :
i) L’application X ∋ x 7→ ‖ax‖C∗(G(x)) est semi-continue supe´rieurement.
ii) L’application X ∋ x 7→ ‖ax‖C∗
r
(G(x)) est semi-continue infe´rieurement.
Preuve La de´monstration est base´ sur le the´ore`me de de´sinte´gration des repre´sentations de
J. Renault ([8]) et les travaux de E. Blanchard ([1]) sur les C(X)-alge`bres stellaires.
Le calcul principal, ne´cessaire dans la de´monstration du the´ore`me 1 est contenu dans le lemme
technique suivant :
3
Lemme 5 Soit f, g ∈ C∞c (G˜) et f0 = f |G˜(0), g0 = g|G˜(0). Alors
∂
∂t
[f, g]|t=0 =
1
2pii
{f0, g0}
Preuve On de´finit de manie`re e´vidente un champ de vecteurs
∂
∂t
∈ C∞(G˜, T G˜).
Par λ˜(g, t) =
1
|t|m
λ(g), pour g ∈ G, et λ˜(x,X, 0) = λ(x), pour (x,X) ∈ G on associe a` λ
une section e´quivariante a` gauche de Ω1/2(G˜), section qu’on utilise comme syste`me de Haar dans
le calcul de la convolution de f et g. On utilise la proposition 2, on exprime le fait que λ est
e´quivariante a` gauche et par calcul effectif on retrouve le crochet de Poisson donne´ par la formule
(1).
Preuve du the´ore`me 1 : La continuite´ du champ est prouve´e dans la proposition 3.
On conside`re A = C∞c (G˜). On a {f(0), f ∈ A} = C
∞
c (G). Les conditions 1. et 2.(a) de la
de´finition 1 sont conse´quences du fait que S(G) contient la sous-alge`bre C∞c (G) dense dans C
∗(G).
Enfin la condition 2.(b) est la conse´quence imme´diate du lemme 5.
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